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安徽大学 2019—2020 学年第一学期

《数学分析（下）》考试试卷（B 卷）
（闭卷 时间 120 分钟）

考场登记表序号

一、填空题（每空 3分，共 9分）

1.求函数 yxz )1( 2  的全微分 dz =__ 2 1 2 22 ( 1) ( 1) ln( 1)y yxy x dx x x dy    __．

2．曲面 032 22  zyx 在其上的点(1,1,1)的切平面的方程为__ 164  zyx ．

3．设以 2 为周期的函数 ( ) x,  x (- , ]f x    ，则 ( )f x 的 Fourier 级数在 x   处收敛

于： 0 .

二、计算题（共 58 分）

4. (6 分) 2

0
0

1lim( sin )sin
x
y

x y
x y






.

解： 2 2 21| ( sin )sin | | sin | | | | sin |x y x y x y
x y

    


,

又 2

0
0

lim(| | | sin |) 0
x
y

x y



  ，由夹逼定理得：

2

0
0

1lim( sin )sin 0.
x
y

x y
x y



 


5. (6 分) 设
2 2( )z xf x y  , 其中 f 具有二阶导数, 求

2

, ,z z z
x y x y
  
   

.

解，由原式得，

2 2 2 2 2( ) 2 ( )z f x y x f x y
x
    


；

2 22 ( )z xyf x y
y
  


；
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2 2 2
2 2 2 2 2[2 ( )] 2 ( ) 4 ( )z xyf x y yf x y x yf x y

x y x
        

  
.

6. (6 分) 计算二重积分 2 2

D

x y dxdy ，其中 D 是由两条双曲线 1xy  和 2xy  、直线 y x

和 4y x 所围成的在第 1 象限内的闭区域.

解：令 ,  yu xy v
x

  ，则  ( , ) |1 2,  1 4uvD u v u v     ，且
1
2

x x
u vJ
y y v
u v

 
  
 
 

.

则原式=
2 42 2

1 1

1 1 7 ln 2
2 3

uvD

u Jdxdy u du dv
v

    .

7. (10 分) 计算曲线积分 2 2 2 2( 3 ) ( 2 )
4 4L

x yx dy y dx
x y x y

   
  ，其中 L 是以点(1, 0)

为中心，R 为半径的圆周(R>1)，逆时针方向.

解：原式= 2 2 2 2 3 2
4 4L L

x ydy dx xdy ydx
x y x y


  

  
定义一个小的椭圆 l： 2 2 24x y   ，取逆时针方向，使得该椭圆完全包含在圆内。

则，

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2

4 4

4 4 4 4
10

L

L l l

l

x ydy dx
x y x y

x y x ydy dx dy dx
x y x y x y x y

xdy ydx




 








 
 

   
   

  





 



又 23 2 (3 2)
L D D
xdy ydx dxdy dxdy R       ，故原式 ）（ 12  R .

8. (10 分) 计算曲面积分 xdydz 2ydzdx 3zdxdy


  ，其中为 2 2 2z a x y   的外侧.

解：定义平面 : z 0  ，法向量方向指向下.则有：

利用 Gauss 公式，有 34632
2

adxdydzzdxdyydzdxxdydz 


  
.

................5 分

又 xdydz 2ydzdx 3zdxdy=0


  .
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故原式= 343232
22

azdxdyydzdxxdydzzdxdyydzdxxdydz 


  
.

................10 分

9. (10 分) 应用拉格朗日乘数法，求函数 zyxzyxf ln2lnln),,(  在约束条件

zyx  122 )0,0,0(  zyx 下的最大值.

解：构造拉格朗日辅助函数
2 2( , , , ) ln ln 2ln ( 1).L x y z x y z x y z       

令

2 2

1 2 0

1 2 0

2 0

1 0

x

y

z

L x
x

L y
y

L
z

L x y z







   

   



  

     

................5 分

解得 3   . 又因 0, 0, 0x y z   ,所以
1 2,

36
x y z   是唯一的极值点.显然,当

0x  或 0y  或 0z  , ( , , ) ln ln 2lnf x y z x y z     . 因此解得的唯一极值点比

为极大值点，当然也是在限制条件 zyx  122 下的最大值点, 进而最大值为

1 1 2 1 1 2 2( , , ) ln ln 2ln ln
3 3 276 6 6 6

f     . ................10 分

10. (10 分) 求三重积分
2y dxdydz

 ,其中由椭球体
2 2 2

2 2 2 1
1 2 3
x y z

   围成的闭区域.

解：
2y dxdydz

 = dxdzdyy
yD 1

2

2-

2 ， ................5 分

其中 yD 是由椭圆
2 2 2

2 2 21
1 3 2
x z y

   围成的平面区域.

则有，原式
22 2

-2

323 (1 )
4 5
yy dy    . ................10 分院
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三、证明题（共 33 分）

11. (10 分) 设
2

0
( ) cosxI y e yxdx

   ，

(1) 证明 ( )I y 在 ),(  上可导;
(2) 求 ( )I y .

(1) 证明：令
2

( , ) cosxf x y e yx ，则有
2

( , ) sinx
yf x y xe yx  .

显然 ( , )f x y 与 ( , )yf x y 在 (0, ) ( , )    上连续，且对于每个给定的 y， ( )I y 收敛。

又，
2 2

( , ) sin ,  (0, ),  ( , )x x
yf x y xe yx xe x y        ，

由于反常积分
2

0

xxe dx
  收敛，由 Weierstrass 判别法知，

0
( , )yf x y dx



 在

( , )  上一致收敛。故 ( )I y 在 ),(  上可导. ................5 分

(2) 解：利用积分号下求导定理，得

2 2

0 0

1( ) sin sin ( )
2 2

x x yI y x e xydx xyde I y
         ,

解得， 4

2

)(
y

CeyI


 .由于
2

0
(0)

2
xI e dx    ，所以

2
C 
 .

综上， 4

2

2
)(

y

eyI



 . ................10 分

12. (9 分) 证明：曲面
3xyz a ( 0a  )的切平面与坐标面围成的四面体的体积是一常

数.

解：令
3( , , )F x y z xyz a  . 任取曲面上的一点 0 0 0 ( , , )M x y z ，则

3
0 0 0x y z a .

曲面在点 M处的切平面方程为：

0 0 0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( ) ( ) ( )F x y z y z x x z x y y x y z z      ，即

3
0 0 0 0 0 0 3y z x z x y x y z a   . ................5 分

于是切平面的截距分别为

3 3 3

0 0 0 0 0 0

3 3 3, ,a a a
y z x z x y ，从而曲面在点 M 处的切平面与坐标平面

围成的体积，即四面体的体积为

3 3 3 3

0 0 0 0 0 0

1 3 3 3 9( )
6 2

a a a aV M
y z x z x y

    ，是定值。

................9 分

得 分
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13. (6 分) 证明：函数 ( , ) | |f x y xy 在 (0,0) 处存在偏导数，但在 (0,0) 处不可微.

证明： (0,0) 0f  ，又
0

( ,0) (0,0)(0,0) lim 0x x

f x ff
x


  .同理，可证明 (0,0) 0yf  .

所以 ( , )f x y 在 (0,0) 处存在偏导数 ................3 分

因为， ( , ) (0,0)z f x y f x y        ， (0,0) (0,0) 0x yf x f y    .

若 ( , ) | |f x y xy 在(0,0)处可微，则

2 20
0

[ ( (0,0) (0,0) )]
lim 0

+
x y

x
y

z f x f y

x y 
 

    


 
.

但

2 20
0

[ ( (0,0) (0,0) )]
lim

+
x y

x
y

z f x f y

x y 
 

    

 
=

222

0
0 1

lim k

k

yx

yx xky

y
x 




 




，即极限不存在，

所以在(0,0)处不可微。 ...............6 分

14. (8 分) 设函数 23( )
2

f x x 定义在 ,  上.

(1) 将 ( )f x 展开成 Fourier 级数；

(2) 根据 Fourier 级数的收敛性质，计算 2
1

1
n n




 .

解：（1）由于 ( )f x 是偶函数，所以， ( )f x 的 Fourier 系数 0,  1, 2,nb n   .

而 2 2
0 0

2 3
2

a x dx





  .

当 1,2,n  时，有

2 2
2 20 0 0

2 3 3 6 6cos sin cos ( 1)
2

n
na x nxdx x d nx xd nx

n n n
  

  
       .

所以， ( )f x 的 Fourier 级数为
2

2
1

( 1)6 cos
2

n

n

nx
n

 




  ................5 分

(2) ( )f x 在 处连续，所以 Fourier 级数收敛于 23( )
2

f   ，即

2 2
2

2 2
1 1

3 ( 1) 16 ( 1) 6
2 2 2

n
n

n nn n
 

 

 


      ，所以

2

2
1

1
6n n




 .................8 分
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